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In order to get full information on the behaviour of the polarization of electrons moving in
a uniform magnetic field, the corresponding density matrix is studied in the Furrypicture, and
its rate of change caused by the interaction with the radiation field is calculated up to second
order in the coupling constant e. In doing so one has to take account of matrix elements of higher,
that is second order, because of their interference with forward scattering. We obtain the well-
known precession of the polarization vector against the direction of momentum owing to the
anomalous magnetic moment, superimposed by a turning towards the opposite direction of the
magnetic field, the degree of polarization tending to a constant limiting value about 0.92. This
holds for an arbitrary initial polarization, in particular for originally unpolarized electrons. The
polarization time decreases with increasing energy and magnetic field. In a modern storage ring
this time is of the order of a few minutes and small compared to the storage time.

1. Einleitung

In einer fritheren Arbeit! haben wir die Depolari-
sation polarisierter Diracteilchen im homogenen Ma-
gnetfeld aufgrund ihrer elektromagnetischen Strah-
lung untersucht und dabei festgestellt, da die
Wahrscheinlichkeit fiir ein Umklappen des Spins
(spinflip) hochenergetischer Elektronen sehr wesent-
lich von seiner Anfangsrichtung abhéngt: Aus der
Feldrichtung heraus in die Gegenrichtung ist der
Spinflip um das (15 4 8 /3)/(15 — 8 |/3)-fache wahr-
scheinlicher als umgekehrt, so dal im Gleichgewicht
ein Elektronenstrahl im Verhaltnis 8- |/3/15 der
Feldrichtung entgegen polarisiert sein sollte. Fiir
die Zeit bis zur Einstellung dieses Gleichgewichtes
fanden wir einen Wert, der zwar groB ist gegen die
Beschleunigungszeiten der Zirkularbeschleuniger,
der sich aber mit den Speicherzeiten moderner
Speicherringe durchaus vergleichen 1iBt. Deshalb
ist dieser Effekt vom theoretischen wie auch prak-
tischen Gesichtspunkt her von grofiem Interesse.l2

Wihrend unserer Untersuchungen hatten bereits
TERNOV u.a.2 einen Unterschied der entsprechen-
den Spinflip-Strahlungsintensititen festgestellt und
damit qualitativ auf diesen Effekt hingewiesen.

* Diese Arbeit wurde als Dissertation der Universitit
Miinchen angenommen.

1 E. Storck, Diplomarbeit, Miinchen, April 1963 (nicht
veroffentlicht).

la Kiirzlich haben wir eine rein klassische Erklirung
dieses Polarisationseffektes gefunden: E. STorCK,
Phys. Letters 27A, 651 (1968).

2 I. M. Ter~ov, Y. M. LosguTov u. L. I. Korovina, Sov.
Phys. JETP 14, 921 [1962].

Spéter untersuchten ihn Sokorov und TERNOV3
auch quantitativ und erhielten Ubereinstimmung
mit unserem Ergebnis. Im Anschlu} daran disku-
tierten BAIER u.a.4 %6 diesen Effekt und besonders
die Moglichkeiten seiner Unterdriickung oder Ab-
schwichung durch die sogenannte Resonanzdepola-
risation und andere Storeffekte im realen Speicher-
ring. Wesentliche Beeintrachtigungen sollten danach
durch geeignete Wahl der Teilchenenergie sowie der
Fokussierungsfelder vermeidbar sein.

Nun besteht aber die Anderung des Polarisations-
vektors im allgemeinen aus einer Anderung seiner
Linge und einer Anderung seiner Richtung. Mit der
Spinflipwahrscheinlichkeit gewinnt man jedoch nur
Aussagen iiber die Projektion des Polarisationsvek-
tors auf seine Anfangsrichtung, d.h. eine Drehung
laBt sich von einer Léangendnderung nicht unter-
scheiden. Um von der eingangs geschilderten Asym-
metrie der Spinflipwahrscheinlichkeit eindeutig auf
die Bildung einer Polarisation schlielen zu konnen,
mufl man deshalb zusitzlich die Annahme machen,
daB die Polarisationsdnderung in Feldrichtung von
einer moglicherweise vorhandenen oder auch ent-
stehenden Polarisation in der Ebene senkrecht zum
Feld unabhingig ist. Das bedarf einer Priifung und

3 A. A. Sokorov u. I. M. TErNov, Sov. Phys. Doklady 8,
1203 [1964].

4 V.N. Baier u. Y. F. OrLov, Sov. Phys. Doklady 10,
1145 [1966].

5 V. N. Baier u. V. M. Katgov, Sov. JNP 3, 57 [1966].

6 V.N. Baier u. V. M. Katrov, Phys. Letters 24 A, 327
[1967].
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ist AnlaBl zu der vorliegenden Untersuchung des
Polarisationseffektes in einem erweiterten Rahmen:
Zum Zwecke einer vollstindigen Erfassung der
Polarisationskinematik wird die entsprechende
Dichtematrix eines Elektronenstrahlsim homogenen
Magnetfeld untersucht und deren zeitliche Ande-
rung aufgrund der Wechselwirkung mit dem elektro-
magnetischen Strahlungsfeld berechnet, wobei wir
uns — wie bei der Spinflipwahrscheinlichkeit — auf
die niedrigste Ndherung ( ~ e2) der quantenelektro-
dynamischen Stoérung im Furry-Bild beschranken.

Im Hinblick auf die Gegebenheiten im Speicher-
ring gehen wir aus von einem scharf gebiindelten
Strahl hochenergetischer, nach Grad und Richtung
beliebig polarisierter Elektronen auf einer Kreis-
bahn senkrecht zu einem homogenen Magnetfeld.
Aufgrund der Wechselwirkung mit dem Strahlungs-
feld gibt es dann ,,spontane‘ Strahlungsiibergéinge
der einzelnen Elektronen in verschiedene Endzu-
stinde und dadurch eine im allgemeinen veranderte
Formation der einzelnen Spins innerhalb der Elek-
tronengesamtheit, d.h. eine Polarisationsdnderung.
Dementsprechend interessieren wir uns fiir den Ein-
fluB der Strahlungsiiberginge auf die Polarisation
des gesamten Elektronenstrahls (einschlieflich der
Elektronen, die nicht ,,gestrahlt‘ haben) und miis-
sen deshalb zu ihrer Berechnung den vollstandigen
Streuoperator S =1+ R, und nicht nur, wie bei ge-
wohnlichen Streuproblemen, den Anteil R beriick-
sichtigen. Da aber S in den gestorten Dichteopera-
tor @ = S @S+t quadratisch eingeht, miissen be-
reits in niedrigster Naherung (~ e2) Interferenz-
terme der ,,Vorwirtsstreumatrix“ 1 mit R-Matrix-
elementen hoherer, ndmlich 2. Ordnung beriicksich-
tigt werden, die der Emission und Reabsorption
virtueller Photonen sowie der Vakuumpolarisation
entsprechen (Kap. 3). Dadurch kommt bei der Be-
stimmung von @’ der verhéltnismaBig komplizierte
Elektronpropagator im Furry-Bild S¢(z, y) und das
Problem der Renormierung ins Spiel. Die Divergen-
zen heben sich jedoch bemerkenswerterweise in den
uns schlieBlich allein interessierenden, mit Q' ge-
bildeten Erwartungswerten der Polarisation heraus.

Zunichst wird in Kap. 2 die Polarisation von
Dirac-Teilchen in einem &ufleren homogenen Ma-
gnetfeld in Anlehnung an den kriftefreien Fall de-
finiert und fiir ihre Beschreibung ein moglichst kom-
pakter Formalismus entwickelt. In der Literatur
wurden bisher lediglich die Projektionen der Polari-
sation auf die Impuls- und auf die Feldrichtung be-
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handelt. Nun prazedieren aber im Magnetfeld Spin
und Impuls bekanntlich? mit gleicher Winkel-
geschwindigkeit. Es ist also anschaulich zu erwar-
ten, daBl zu jeder beliebigen Spinrichtung ein sta-
tiondrer Zustand des Dirac-Teilchens und deshalb
auch ein mit dem Hamilton-Operator vertauschbarer
Polarisationsoperator existiert. Tatsédchlich 148t sich
zeigen, dafl der kovariante Polarisationsoperator
fur kraftefreie Dirac-Teilchen auch in einem &dufBe-
ren homogenen Magnetfeld seine wesentlichen Ei-
genschaften behalt, wenn der Hilbert-Raum in ge-
eigneter Weise eingeschriankt und die beliebige Po-
larisationsrichtung auf den kinetischen Impuls be-
zogen wird. Damit ergibt sich dann fiir den Dichte-
operator der Polarisation von Gesamtheiten eine
ahnlich einfache Darstellung wie im kraftefreien
Fall.

Nach diesen Vorbereitungen wird in Kap. 4 die
gesuchte Polarisationsinderung eines anfangs be-
liebig polarisierten Elektronenstrahls berechnet. Da-
bei ist die Summation tiber die virtuellen Zwischen-
bzw. iiber die reellen Endzustédnde eine insofern neue
Aufgabe, als keine der iiblichen Entwicklungen —
insbesondere des Elektronpropagators — nach dem
dulleren Feld (Bornsche Naherung) anwendbar ist,
denn das Vektorpotential des homogenen Magnet-
feldes kann nicht als kleine Storung betrachtet wer-
den. Bei den reellen Prozessen fithren spezielle
Naherungs- und Integrationsverfahren zum Ziel,
die zur Berechnung der Synchrotronstrahlung ent-
wickelt wurden, nicht aber bei den virtuellen. Wir
leiten jedoch eine spezielle Integraldarstellung des
Elektronpropagators im homogenen Magnetfeld ab,
mit deren Hilfe es gelingt, die Integralsumme iiber
die Parameter der virtuellen Teilchen exakt aus-
zufiihren. Dabei resultiert ein Doppelintegral iiber
elementare transzendente Funktionen, das sich nach
der Methode der stationdren Phase auswerten lagt.
Nach diesem relativ einfachen und iibersichtlichen
Verfahren kann man aber auch die reellen Prozesse
aufsummieren und erzielt so die gleichen Resultate
wie auf dem zuvor erwihnten Weg.

2. Beschreibung der Polarisation von Dirac-
Teilchen im d@uBeren homogenen Magnetfeld

Aus dem Hilbert-Raum der spinorwertigen Funk-
tionen projizieren wir den Polarisationsraum fiir
7 Die zusitzliche Prizession des Spins aufgrund des ano-

malen magnetischen Moments wird ja erst durch die
Wechselwirkung mit dem Strahlungsfeld verursacht.
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Dirac-Teilchen im duBeren homogenen Magnetfeld punktes$
heraus. In diesen 148t sich dann der kovariante . o . m
Formalismus zur Polarisationsbeschreibung krifte- ni=at g Ti=¥—p;
freier Dirac-Teilchen weitgehend iibertragen. o o i

(21, 22) = — 5 +0

2.1. Der Polarisationsraum

einzufithren, die wegen (2.2) mit 7 kommutieren:

Ein Dirac-Teilchen im duBleren Magnetfeld B = [#1, ] =0; [22, 7] =0.
(0, 0, B) wird durch den Hamilton-Operator Daraus folgt
. 1
H=—yy-m+4+iy°m, 1t=~—i—a—eA(x) (2.1) [€1, Hl=0; [#2,H]=0 (2.3)
mit sowie aus (2.1) und (2.2)
[7t1, 2] =1e B; [m1, 3] = [7w2, m3] =0 (2.2) [ns, H] = 0. (2.4)

beschrieben. Zur Klassifikation der Eigenlosungen
von H ist es zweckmiBig, die Operatoren ; und
fir die Koordinaten des klassischen Bahnmittel-

Somit bilden H2, #; und 73 ein System von ver-
tauschbaren hermiteschen Operatoren®. Deren ge-
meinsamer Eigenspinor sei u(q|):

H2u(q|x) = (m -7 + m2 — e BX3)u(q|x) = E2u(q| ),
Z1u(g|x) = prulg|=),
nsu(g|x) = psu(g|=),

1 0
()
0 —i1

nur Diagonalmatrizen enthilt, sind die Komponenten u(¢|z) noch voneinander unabhingig. Letztere
sind aber im wesentlichen eindeutig bestimmt, denn das System der 3 Operatoren 7 - 7 + m2 4 e B,
21 und 73 ist im Hilbert-Raum der skalaren Funktionen vollstandig. Wir bezeichnen sie zusammenfassend
mit u; = ug =:f, ug = ug =:¢ und bilden mit ihnen gemaf

(2.5)

wobei wir fiir die Eigenwerte £2, p; und pg zusammenfassend
q gesetzt haben. Da das Gleichungssystem (2.5) wegen 10

u(g|x)=/f (g|®)\ ; ulg|x)= 0| s w=/0\; u=/0
0 g(q|=x) 0 0
0 0 f 0 (2.6)
0 0 0 g

die Basis u(q| «) eines fiir festes ¢ 4-dimensionalen Spinorraumes V;, dessen Metrik und Norm durch
(t(g), U(g)) := [ d[it(q|=)]* i (g | x) = 62

gegeben seien. Der Projektor, der den Raum ¥V, aus dem Hilbert-Raum der spinorwertigen Funktionen
herausprojiziert, lautet demnach

fla|=)f*(q]y) 0

NS

P(g|xy):=>ulq|x)[ulg|y)]*=

<3

@.7)

I

0 9(q|=)9*(q]y)
Im Hinblick auf spitere Rechnungen weisen wir darauf hin, daB8 P(g|x, y) als 4 X 4-Matrix diagonal
ist und insbesondere mit »°, 93 und 95 vertauscht. In ¥V, lassen sich fiir den Operator

Pc(q|x):=%(1+sg—), E>0, e=2+1 2.8)

8 M. H. Jor~soN u. B. A. LrppMany, Phys. Rev. 76, 828 [1949].
9 Anstelle des Operators 7, kann natiirlich auch 7, oder ein beliebiges hermitesches Polynom P (z,, z,) gewihlt werden.

10 Wir benutzen folgende Darstellung der Diracschen y-Matrizen: ° = i(_(l) (1) ;s Y=t "o
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mit Hilfe von (2.3) bis (2.6) folgende Relationen beweisen:
[Pe, H2] = [P, 1] = [P, mg] = 0; H P¢(q|x) = ¢ E Pe(q|x);

Pe(q| x) P¥'(q| x) = 62’ Pe(q| x); [Pe(g|®)]* = Pe(gq|=);
1 4
> Pe(g|x)=1; Spa[Pe(g)] = 2 (u(q), Pt(q) u(q) = 2.

e=—1 a=1
Danach ist P¢(g|x) ein Projektor in Vg: P¢(q|x)u(g|x) =: u(q|x),
der diesen Raum in den Unterraum des Teilchens V] und den des Antiteilchens V(=P erschopfend zerlegt ;
diese Unterraume ¥ sind 2-dimensional und bilden den jeweiligen Polarisationsraum.

2.2. Der Polarisationsoperator

Im kréftefreien Fall1l lautet im Dirac-Raum bei scharfem Teilchenimpuls p der Operator fur die Polari-
sation beziiglich der Richtung ¢®#(p)

ZO(p) = yPyrtd(p), 1=1,2,3; (2.9)
dabei gilt
LOu(p) B (p) = 81K; LOU(p)pu=0; p° = e }/pE+ m?. (2.10)
Ein spezielles Dreibein ¢@®# =: (¢®°, ¢()) mit diesen Eigenschaften ist etwa
1 2 — m2 — p2 1 TR —
1 2 Y/ Po—Mm Ps o el o — Ps
10n(p) = o Y ETP (57,0,0,09) + o Y g B 001, 22,0,
— 1 ]/ I o (2.11)
@)u = |/—>——(0, — Bu =1 —-—— (p3
¢ (p) pg__mz_pg (O’ pZaplao), t (p) pg_pg (p7050’p)'

Dabei weisen die Raumanteile ¢(3) (p) in x3-Richtung und ¢ (p) in die auf ¢® (p) und p senkrechte Rich-
tung; t( (p) ist dann durch (2.10) bestimmt. Um nun den Einflu des duB8eren Magnetfeldes B= (0, 0, B)
zu beriicksichtigen, ersetzen wir in (2.11) wie iblich p# durch den kinetischen Impuls 7#:

ph=>qh, tOU(p) =>tDL(n); n°=¢e¢E, a3 =ps3, (2.12)
und definieren analog zu (2.9)
Z O (7r) 1= 95 y”tﬁf) (7). (2.13)

Fiir diesen Operator gelten im Polarisationsraum V; unter Beriicksichtigung von H = ¢ E die folgenden
Beziehungen:
[H, 20 ()] = [#1, 20 (7)] = [3, 29 ()] = 0, (2.14)

Z &) () ZWD (1) = Ok + i ekinZ (™ (7r) , (2.15)
d.h. 1Z® (n) ist Spindrehimpulskomponente in Richtung!2 ¢®#(x) und kann wegen (2.14) zur Klassifi-

kation der Spinoren u¢ (g | x) im Polarisationsraum V; dienen. Im weiteren konnen wir unter der Richtung
t4 (7) einen beliebigen Vektor (4 (x) verstehen, der gemaf

{08 () = ajt®r(x), ajalk = o, (2.16)
aus (2.11) hervorgeht, denn die Gln. (2.14) und (2.15) sind offensichtlich invariant gegeniiber einer solchen
Transformation.

Sei also uj (¢, ¢| x) normierte Eigenlosung von Z () = y5yht,(n):
Z(7)uy(t, q| %) = nus(t.q|=);  (un(@), uye (@) = 0% Oyurs ' = 1
11 H. J. MEISTER, S.B. Bayer. Akad. d. Wiss. 1962.
21 Das kann man durch den AnschluB eines homogen magnetischen Halbraumes an einen feldfreien bestatigen (vgl.l);

denn dabei gehen die nach dieser Interpretation einander entsprechenden Amplituden der Polarisationsrichtungen ¢4 ()
im Magnetfeld einerseits und ¢#(p) im feldfreien Raum andererseits an der Grenze stetig ineinander iiber.
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und P;(t, ¢| x) der Projektor, der u;(f, ¢|x) aus dem Raum V; herausprojiziert. Dann ist

Pt q|x) =11 + nZ(x), (2.17)

denn dieser Ausdruck erfiillt als Operator im Polarisationsraum V; folgende Bedingungen :

[P, (¢, q| %), P¢(q|x)] =0; Z(m) P(t, q| x) = n P(t. q| x)

P (t, q| =) Pt q| x) = Opyr Polt.q|=); [Pilq|=)t = P, (. q|=);

1 1

> Pilhq|=)=1; Spq[PetquZ( 2 Poug)=1.

n=-—1 n'=-1

Da die u; (¢, ¢| x) mit &, =+ 1 sowie die u(g|x) mit x=1,...,4 jeweils eine orthonormale Basis von V,

bilden, gilt mit (2.7)
1

4
> uy(t, | x) [ug (¢, q| ¥)]* Zl't“t |%) [ (q|y)]" = Plg|=.y).

gn=—1 ed
Das ist die Vollstandigkeitsrelation in V,, denn P | ) ist in diesem Raum Einsoperator. Multipliziert
man diese Gleichung von links mit P, (t, ¢|x) P so erhilt man erwartungsgemif
uy, (| %) [u (¢, q|¥)]F = PZ(t,QIx) Pe(q|x) P(q|x.y), (2.18)

eine fiir die praktische Rechnung sehr niitzliche Beziehung.
Die nicht vertauschbaren Komponenten 71 und 75 des kinetischen Impulses kann man aus dem System
der Z( () im Raum V; eliminieren; denn bei Zugrundelegung des Dreibeins (2.11) mit (2.12) gilt

Z®) () = ZB) (K, p3) =: Z®) (q) (2.19a)
und weiter unter Beriicksichtigung der Dirac-Gleichung H = ¢ £
/F 2 — g o ) A‘_‘ 2 o 3
. h TR e B )+ VB ey B — s+ im)| =:20(g), (2.19b)
6 g BV °E—3p3+im
Z® (1) = y°y VTz_mg’g} L=z (g). (2.19¢)

In der umgeformten Gestalt Z® (¢q) werden wir die Polarisationsoperatoren bei unseren Rechnungen mit
Vorteil benutzen. Dagegen ist die urspriingliche Form Z ® (7) aus (2.13) fir die Interpretation insbesondere
der Polarisationsrichtung unersetzlich.

2.3. Die Polarisation einer Gesamtheit von Dirac-Teilchen

In einer Gesamtheit von Dirac-Teilchen der Sorte & und mit scharfen ¢g-Werten sind die Spins im all-
gemeinen nicht alle einheitlich orientiert. Die Polarisation eines solchen quantenmechanischen Gemisches
wird mit Hilfe des statistischen Operators o¢(q|x, y) beschrieben, und zwar durch die Erwartungswerte

L (g) 1= (20 (q)y = LY@ @] _ Z (200 ¢ lgu)

Spilef@] T ef@u)
Wegen (2.18) konnen wir dafiir auch schreiben:
£ (g) = 9= dr Sp1Z9(@) ¢*(g|y, =) P(g|=) Pg|, y)]
[ dxdy Spi[ec(q|y, x) P<(g|x) P(q|x. y)] ’

wobei Sp4[4] die Spur der (4 x 4)-Matrix 4 bedeutet. Durch die Komponenten (()(q) sind dann die
Polarisationsrichtung ##(z) und der Polarisationsgrad r der Gesamtheit geméaf

2 LD (q)t i ()

i

th(m) == V}: E“)(q)f,:(—“’(d) 5 = zl: é’(l) ) (220)
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definiert, wobei wegen (Z(q)»2 <1 gilt: 0 <r <1. Bei vorgegebener Polarisation {® (q) andererseits 1if3t
sich der zugehorige, auf 1 normierte statistische Operator in folgender Form darstellen:

0tq|x.y) =3 (1 + > L0 (9) 2D (q)) Pe(q|x) P(q|x.y): Spilot(p)]=1. (2.21)

Hat man es mit einer auch beziglich der g-Werte nicht reinen Gesamtheit zu tun, so versteht man
unter deren Polarisation den Erwartungswert
Zq: £0(q) Spglet ()] ; Sp; (2 (q) 0% (9)] )
@ .= -2 _- N S ————— 299
- S Spile* )] S Spile’ ()] (2.22)
Diese Definition entspricht derjenigen des analogen Falles kréftefreier Teilchen mit aufgefichertem Im-
puls, und man mufl wie dort darauf achten, daf die £ als relative Anzahlen von Teilchen mit differentiell
(d.h. fiir festes ¢) definierter Eigenschaft zu interpretieren sind. Bei einem Wechsel der Bezugsrichtung ¢ ®#
muB also in (2.22) unter der ¢g-Summe transformiert werden, und da die Transformationskoeffizienten aj,
in (2.16) im allgemeinen g-abhéngig sind, geht die Vektoreigenschaft der Polarisation verloren. Nur wenn
die ¢-Streuung der betrachteten Gesamtheit hinreichend klein ist, kann man in guter Ndherung von den
drei Komponenten (2.22) wie in (2.20) auf eine Polarisationsrichtung des Gemisches schlief3en.

3. Allgemeiner Ausdrudk fiir die Anderung der Polarisation

Die gesuchte Polarisationsidnderung aufgrund der Wechselwirkung mit dem Strahlungsfeld
AL =@ — £@) (3.1)

ist gegeben durch die Differenz der Ausdriicke fiir die Polarisation £’ nach bzw. {® vor den Strahlungs-
prozessen. Wir nehmen an, dafl zu Anfang eine durch13 pl(g) geméafl (2.21) beschriebene, normierte Ge-
samtheit von Elektronen mit scharfem ¢ und der Polarisation £ (q) vorliegt. Da die Teilchenzahl bei den
Strahlungsprozessen erhalten bleibt, gilt aulerdem

> Spyle (@) = Spyle (@) = 1
g
und damit nach (2.22) fir die Polarisationsidnderung (3.1)

AL (q) = 2 Spe (2D (q') ' (q")] — Spg[Z29 (9) 0 (9)] - (3:2)
-

Zur Berechnung dieses Ausdrucks benotigt man die Kenntnis des statistischen Operators nach den Strah-
lungsprozessen ¢'1(q’), dessen Zusammenhang mit gl(q) von der Streutheorie im Furry-Bild 14 geliefert
wird.

3.1. Der statistische Operator nach den Strahlungsprozessen

Wir betrachten die Wechselwirkung zwischen dem in tiblicher Weise quantisierten Strahlungsfeld a, (x)
und dem quantisierten Dirac-Feld y (x) im homogenen Magnetfeld, das als dufleres, d.h. klassisches Feld
Ay (x) behandelt wird :

[y#(0y —tedy) +mly(x) =0, p(@)=pO (@) + p® (),
PO (@) = D ay(@uy(t, q|x) e FT, pO (@) = by(g)uV(t, q| x) e E. (3.3)

an q.m
Dabei sind die a,(q) bzw. b;(¢q) Vernichtungsoperatoren fiir Teilchen bzw. Erzeugungsoperatoren fiir
Antiteilchen mit den Amplituden u; (¢, ¢| x). Das Vakuum [0) im duBleren Feld ist dann durch

PO (@)]|0> =0, P (x)|0> =0 (3.4)
13 Der Einfachheit halber betrachten wir nur Elektronen, d.h. ¢ = 1.

4 J. M. Javca u. F. RomrLicH, The Theory of Photons and Electrons, Addison-Wesley Publishing Company,
Cambridge 1955, Chap. 14.
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definiert. Fir die Wechselwirkung lautet die Lagrange-Dichte

Ly(x)=i+ [1/’(1’))’” (@) — T (@) T §T ()] au ()
und damit der S-Operator
S=1438m; Sm = ‘;_"j'r [Ly (1) ... Ly (xn)]day ... dan, (3.5)
nz=1 ‘
wobei T [...] das zeitgeordnete Produkt bedeutet.
Sei nun [i) = |nt, ¢> der Anfangszustand mit einem Elektron und |f> = |#'t’,¢’> ® |y)> der End-

zustand mit einem Elektron und einem gegebenenfalls erzeugten Photon. Sei auBerdem die Ubergangs-
amplitude von |i) nach |f) abgekiirzt durch

@MY, ¢ |8|nt, @ =: (uk(t', ¢'), Spaly)ur(t, q)-

Mit den dadurch definierten (4 X 4)-Matrizen Sy4(y) lautet dann die gesuchte Beziehung zwischen dem
statistischen Operator vor und dem nach den Strahlungsprozessen

Z P1(¢') P(q') Syaly) 01 (@) So() P1(¢') P(q)) -
Mit der Entwicklung (3 5) erhalten wir daraus bis zur 2. Ordnung in e:
Z Pl(q ) [(0g'a + SF) + SEY¥)) 01 (@) - (0g7a + ST () + SEF () + -+ 1 PL(¢) P(q)
= 5q qlo'(q) + Pl(Q)P(Q)S“” 1(q) + 0(q) S2+ P1(q) P(q)] (3.6)

+ZP1 ) P(q') S3)(y) 0t (@) S (») PL(¢') P(¢') + ((¢%)).
Dabei ist

e % o 5 » 5
(l) 7 (v]%) = (2n)3/2 V; Ia;l e (“)e_”‘:.fdxoelw FREEE

und beschreibt die Abstrahlung eines Photons mit dem Impuls % und der linearen Polarisation ef"') (%)-
Der Ausdruck S mit

S — 587+ 587, @
S;‘-;)F(x’ y) = ezj'dxo dyoe_iE(y°_xo)i Yo yrSe(x, y)yu Do (y — ), (3.8)
S;E)P(x) = — e2fdx° ddyiy° yrDe(x — y) SpA[y#S8e(y, y)] (3.9)

beschreibt die virtuelle Emission und Reabsorption
von Photonen (F) und die Vakuumpolarisation (P).

Y _ In (3.8) und (3.9) ist
2 1 ezK{y z)

De(y —x) = 2 n)t dK

Abb. 1. Feynman-Diagramme fiir Prozesse 2. Ordnung im ~ der gewohnliche Photonpropagator und S¢(x, y) der
duferen Feld. : Elektronlinie im Furry-Bild, ----------- :  Dirac-Propagator im duBeren homogenen Magnet-
Photonlinie. ) . . e
feld. Wir wollen hier eine fir unsere Rechnungen
geeignete Darstellung von S¢(z, y) ableiten15. Aus der Definition

Se(@,y) 1= —i0|T [y (x) p ()1[0)
folgt zunéchst allgemein mit (3.3) und (3.4) die bekannte Form
—iY uy(t, g| ®) @yt g|y) e~ E@ Y, >y,
Se@y) =1 & ] o o
( y) ,LzuS‘-l)(t,q|x)uﬁ‘—l)(t,q|y)ezb‘(z —-°) , <y

15 Andere, hier ungeeignete Darstellungen von S¢(z, y) findet man bei G. GEHENIAU u. M. DEMEUR, Physica 17, 71 [1951].
— R. Karr~a u. P. UrBaN, Nucl. Phys. 56, 518 [1964]
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und weiter speziell mit Hilfe von (2.18), (2.8) und (2.17)

S H+E q[x y Z}/ e"iE(x“—yO) x°>y°,
2E Z (H—E)P(q|x,y)iy,e'E& =), x° <y°.
Diesen Ausdruck schlieBlich kann man offenbar einheitlich durch das Wegintegral
_ (H+1> P(leJ) D2 —1°) 0
Se(x,y) = 5 Z popm e TV dp (3.10)

darstellen, wobei der imaginidre Zusatzterm iy in iiblicher Weise anzeigen soll, wie die Pole 4 E in der
p°-Ebene zu umgehen sind.
Setzt man (3.6) in den Ausdruck (3.2) fiir die Polarisationsianderung ein, so erhilt man

AZ® (q) = 2 Re SpL[S2 01(9) Z® (9)] + > Spl [S$) (¥) 02 (@) ST () Z9 (¢')].- (3.11)
a7

3.2. Nicht-Beitrag der Vakuumpolarisation
Wir wollen zeigen, dafl die Vakuumpolarisation in (3.11) keinen Beitrag liefert, dal also gilt
Re Sp3[S%™ 01(9) 29 ()] - 0. (3.12)
Dazu setzen wir (2.21) in (3.12) ein und erhalten mit Hilfe von (2.15)

3
ReSp;[SHF(ZD () + CD (q) — i > k1L ®) () Z D (g))] - 0. (3.13)
¥=1
Nun gilt aber die Beziehung
SpAlyuSe(y, y)1Spiy°y#Z*) (q) P1(q) P(g)] = O,
denn die zweite Spur verschwindet fiir y =1,2 und die erste fir x = 0,3, weil in der S¢(x, y)-Funktion (3.10)

bei gleichen Argumenten x =y die Terme p° und — 9°y3p3 aufgrund symmetrischer Integration heraus-
fallen. Damit reduziert sich (3.13) wegen (3.9) auf die Behauptung

Re Sp[S2F]-L0
die sich aufgrund des aus der Unitaritit des S-Operators folgenden ,,optischen Theorems*
2Re(<i|S—1|i>)=—;|<f|S——l|i>|2 (3.14)
auf die Form

2 Re Sp}[S2)F] Sp [SS)(y) P(q) P(q) ST ()] (3.15)
1%gq 7’ g V¥

bringen 1a8t; denn aus (3.14) folgt in der Naherung bis e2
2 Re Sp; (S Py (@)] = Z Spy [S¢ (v) Py(a) P1(@) P(g) STy ()]

und daraus mit (3.7) nach Summation iiber
2 Re Sp}[S2*] = — 2 Re Sp;[S2F] Zqu [S8) () P(g) P(q) SEY+ ()]

In (3.15) bilden wir bei der Integration iiber z° und y° gemaB

4T +T
Jim (e e [ o= dye =207
-T -7

wie iiblich die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit und summieren iiber die Photonenpolarisation
mit Hilfe der bekannten Formel (vgl. 14, S. 440)

;(...yﬂef)...y”e(f)...)z(...yl‘...yﬂ...).
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So erhalten wir schlieflich aus unserer Behauptung (3.12)

el K(y— *) °—FE—H) q[xy

(K .
. Sp? [W YHR. 4B (K — B + B eV v (aly) (QIJ’»")] (3.16)

i X O(E £ — K) . 0 ’ ’ ’
Zfdxd:vdue om O D Sptfiy®yu PG |y) Py, 2) 199, (B + H) P(q'| 2, 9)]

4
s 2ReZdedyd K

€2

(22
Bei Beriicksichtigung der Integraldarstellung (£ > 0)

O(E —E — |x|) [|n | 2Re dxe® ®° 1
4E | x| |1 — [J 1 l (2,#° + w2 —ip)([#, + E][#x° — E] + E? — l&)] (3.17)

— mit der Residuenmethode ohne weiteres nachweisbar — ist die Gl. (3.16) aber offensichtlich erfiillt.
Dementsprechend ist in (3.11) nur noch der Anteil S3* von S{) zu beriicksichtigen. Umformungen der
eben beschriebenen Art fiihren dann auf die Polarisationséinderung pro Zeiteinheit

; dxdyd4 K et K(y—=x) "

Ac®g) = ( ZReZJ 2—in)([K,+ E][K° — E]+ B2 — i¢) Sp4[ (1 T Z HaPy )>
E+H . . o N . 3.18
g Pl|xy) (2O (Q iyt — iy yrZD(q)(K° — E — H')P(q'|y, 2)iy°yu ] S

wobei die Operatoren H, P(q|x, y) und Z® (g) in (2.1), (2.7) und (2.19) definiert sind.

4. Berechnung der Polarisationsianderung

Wir kommen jetzt zur mathematischen Auswertung von (3.18), wobei wir fiir den Anfangszustand die
Elektronenbahn senkrecht zur Feldrichtung, d.h. p3=0, voraussetzen. Dazu schreiben wir die Gl. (3.18)
am besten in der Form

3
A7 (g Z q)Cki(q), i=1,2,3: (4.1)

die Ausdriicke fir die Koeffizienten C?(q) und C¥i(q) liest man unmittelbar aus (3.18) ab. Allein durch
Auswerten der Spuren Sp4 folgt dann

C2(q) =0, C2(q) = —C?'(9) (4.2)

und, wenn man auBerdem beriicksichtigt, daB ungerade Funktionen von p; unter der Summe Z heraus-
fallen, '3

C1(q) = C'3(q) = (B31(q) = C(q) = C32(q) = 0. (4.3)

Somit reduziert sich unser Problem auf die Berechnung der fiinf Koeffizienten: C3(q), C11(q), C?2(q),
(C33(q) und C12(q).

4.1. Integration iber den Ort

Zur Integration iiber die Raumkoordinaten x, y in (3.18) bendtigen wir die Funktionen f(¢|x) und
g(q| =) aus (2.6) explizit. Mit der Eichung
AO :Aa = 03 Al = (Z. — 1)B.l‘2; ‘42 = ].B‘l‘l 0 § A § 1
lauten siel6

Vo Dal®)

_ n=20,1,.... (4.4)
l/(n'_ 1)![)714(5)

(q|x) |: l,, fl/eiBﬁ ei).(']f1‘11‘2+£191x1+fl7313
g(qlx)l -

16 Zur Vermeidung unnotiger Komplikationen fassen wir dabei ¢ B als positive GroBe auf; fir Elektronen. d.h.
e <0, zeigt dann das Magnetfeld in die negative a3-Richtung.



POLARISATION EINES STRAHLES VON ELEKTRONEN IM MAGNETFELD 1923

Darin ist D, (£) die reelle Weber-Hermite-Funktion mit ganzzahligem Index, wobei n und & mit ¢ =
(E2, p1, p3) und x> gemiB

1 b 2 P — ) "2
n = 5B (B2 — m? _p:—;) E= I//zesz o 1/;3'3'])1

zusammenhingen. Es gelten die Integralformeln

eB 0 /2 2 - ;
/ﬂ"!eﬁ/!n J Dy <V29 By + 1/ =B pl) Dy (V?e—Bl‘z =+ l/eQB [p1 — Kl]) e K22 gy
- ; i .., 2pp—K
= exp[—z(n —n)g + 1Kz J;EB*I,} Iy, n(w): (4.5)
Iy, n(w) _-Vn P o—iw in— n)Ln " (w); w:K2jBK : <p_arctg§ s

wobei L das Laguerre-Polynom ist, sowie die Rekursionsformeln

nDa-1(8) — 5 Du(®),
ds Dy (£) = : (4.6)
—_— Dn+1 (E) + ‘2" Dn (5) s
Tt w(®) & T, prey () = V”VT/" (In (W) = In1, w1 (). 4.7)

Setzt man (4.4) in (3.18) ein, fithrt die Spuren Sp4 aus und benutzt (4.6), so erhdlt man bei der Orts-
integration Integrale vom Typ (4.5). Damit folgt dann fiir die noch zu berechnenden Koeffizienten auf
elementarem Wege

e2 cr(g, n', K) 5
0= 2 Re 2 [ s iy iy + K- B B i VK i
mit r =3, 11, 22, 33, 12 und
1 , B K° 9 , B 2 2
S, Ky =m (g —b g — ) B 1) = By pelo) = m (1= 4 50) (T (0) — B3y )
(4.9a)
, 2 b
(g, K) = B (1= 5 — g ) (B 10) + By e0) + B (% = 1) (B @) + By (0)
o %
+- V2eBw (a == [17) (In,n’(w) In—l,n’(w) + In—l,n'—l (w) In,n'—l (w)), (49b)
2
(g0, K) = B (1 —aa'— g ) (I (0) + By ()
E t 2
+ B (a0 G+ G ) (B @) + By s (0) (£.9¢)

1 m2

- VQieiBﬁUi} (a — oF 7EE;'> (L, n (W) In—1,n (W) + In-1,n—1 (W) I, n—1(w));

o

(g, K) =15+ g [ —1]) (B @)+ By )

+E(b' T ) (Belw) + By ) (49d)
+ V2 Bwa(Inn () In1, 0 () + Tno,n—1 (1) In, w1 (w)):

cl2(g,n, K) = — [K°( aw—1(w) — L1 (W) + E(I3 () — Iy 1 (w))], (4.9¢)
dabei ist
E = Vﬁﬁ— 2¢Bn'+ K}; a= }/272'}_}73 / - [F22L eEl,?ﬁ 7 b= i +E2’ Ll :
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4.2. Summation und Integration iber die Parameter der Zwischen- bzw. Endzustinde

Mit den in (4.9) gewonnenen Ausdriicken haben wir jetzt noch gemif (4.8) die Integralsumme iiber »n’
und K# auszufithren. Offensichtlich sind die Koeffizienten (4.9a) bis (4.9d) reell, dagegen (4.9e) rein
imaginidr. Das bedeutet wegen (3.17), dal in (4.8) iber Parameter einesfalls reeller und anderenfalls
virtueller Teilchen summiert sowie integriert wird.

Integralsumme iiber die virtuellen Zustinde. Mit (4.9¢) folgt aus (4.8)

K° (In ni— 1(w) = I3 1 w (W) + E(In,uv(w) - I?l—],nl—l (w))
(q) (2 )4 E 21 ZJ‘dAlK t‘u [K +E][K°*—E]+E’2—-1,£) . (410)
Diese Integralsumme 148t sich ausfithren, indem man zunachst die bekannten Integraldarstellungen
2¢B . > . K2

ng”:{,;=@_{dsexp [—w 5.5 — H18]> (4.11a)

0
2¢B v . (K, + B) (K° — E) 4 B”

(K, +E)(K°—E)+E?—ic jd’eXP] 2¢B — ext (4.11Db)

0

und dann die Formeln17?

Z e~ ityn—n'p/} L' (w) L™ (w) = exp {we-it}n! Ly (2w[1 — cost]), (4.12)

oo

=7 L, (kw) dw — (”p;’f)" , Rep>0, (4.13)
i
e b2
jei(axubx)dx: ﬁexp {i%_iEJ 5 a>0, (4.14)

benutzt. Auf diese Weise erhdlt man fiir (4.10) das Doppelintegral

1 —cost—tsint

CR@) =~ )”“mj dsd 3% G F sm i) (1 = cond

(4.15)

R s+s1nt+z(1 — cost) |n
s+ sint — ¢(1 — cost)

(B, 2

exp {—z(ﬁ—{—n)m——yls—elt} .

Dieses kann mit der Methode der stationidren Phase ausgewertet werden, denn B /2 B und » sind wegen
_ m? B, [[E\2

B,="" —467-1080e, n=— 2’5{(%) — 1} (4.16)

in dem uns interessierenden Energie- und Feldstdrkebereich sehr groe Zahlen. Dazu bringen wir (4.15)
mit Hilfe der Substitution

s=——1, 021 (4.17)
auf die Form
I oo
2 1— 1— t—tsint
o1(g) = — gopmIm [an [ a1 2% IR ey (—ift ) — ath;
0 b <Tt+sint) + (1 — cost)2
flt,x) = (B +n)xt—2narctg1_l;;c9L.
t+ sint

17 H. BucuHOLZ, Die konfluente hypergeometrische Funktion, Springer-Verlag, Berlin 1953, S. 151.
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Wegen
df(t, x) z(B,/2 B+ n) n . 2
& = T—al—smi])? + (1 — cosi)® [((1 —x)t+ (x —w¥ BB B) sin ‘)
.B,2B
+(x w5z (L — cost)2+ 2(1 — cost) (’;Bf/ﬁ] 0
<
fiir (8 : ; Z °1°> tragt dann der Integrand bei der Integration iiber ¢ nur in der Umgebung der unteren

Grenze bei. Wir entwickeln deshalb an der Stelle t = 0:

1
2 1—2
C12(g) = e Im [ de™5 ’jde exp{—i[(Bo/2B)xt + ()] — wat}  (418)
0
und erhalten nach elementarer Integration
12 o eB e2 1
C12(q) = —g— @= =T (4.19)

Integralsumme iiber die reellen Zustinde. Die Koeffizienten (4.9a) bis (4.9d) sind reell, so daBl wir bei
der Ausfithrung der Integralsumme gemifBl (4.8) wegen (3.17) spezielle Naherungs- und Integrations-
verfahren anwenden konnen, die zur quantenmechanischen Berechnung der Synchrotronstrahlung ent-
wickelt worden sind. Wegen Einzelheiten dieser Verfahren verweisen wir auf die zusammenfassende Dar-
stellung18. Man vereinfacht dabei (4.9a) bis (4.9d) durch Benutzung von (4.7) und Entwicklung nach

den Parametern19 TE’— 5 = ; 3 ~ 2 II;:' ~4 —B~%
) 63 (g ', K) m — m ML (2 () = BBy ey (),
b) cl(g,n’, K) ~ m? 'Kl (In,n* (W) + In-1,n'-1(w))2, (4.20)
¢) (g0, K) (g, K) w3 T+ ) Tnwr (@) 4 Tt wea)?

+ 2E(In,'n’(w) = In—l,n'—l)z-

und approximiert darin die Funktionen I, »’ (w) durch modifizierte Hankelfunktionen. SchlieBlich ver-
wandelt man die »’-Summe naherungsweise in ein Integral und erhalt nach lingerer Rechnung:

s
b) Ol(g) = — 7;7 z% 2 o
c) C22(q) = (33(q) = — 1/%_% .

R = E|eB ist der klassische Bahnradius firr m < E.
Auf iibersichtlicherem Wege kann man das Ergebnis (4.21 a) interessanterweise mit der im vorangehen-
den Abschnitt geschilderten Methode erhalten. Nach (4.8) mit (4.20a) ist namlich

e m 'I:,n: (w) — I3y oy (w) o
C3(q) = = Wf2Re gj‘ (Kz—tﬂ)([Ko+E][K°—E] +E/2__ 7/6) K°d4K .
Setzen wir hier die Integraldarstellungen (4.11) ein und integrieren mit Hilfe der Formeln (4.12) bis (4.14),
so erhalten wir

1 — cost

(8+1t)2 (s+sint)2 4 (1 — cost)?
s+ sint + ¢(1 — cost) ) 12
s—}—smt—z(l——cost) <=F _z(2B+n s+t
18 A. A.Soxrorov u. I. M. TERNOV, Synchrotron-Radiation, 19 Die Gultigkeitsgrenze E/m ~ B_/4 B dieser Néherung

Akademie-Verlag, Berlin 1968. liegt weit oberhalb der heute in Zirkularbeschleunigern
erreichbaren Energien und Feldstérken.

@) = 5 sze fdsdt
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und weiter mit der Substitution (4.17) sowie f(t, x) aus (4.17) ff.

1
o2 =
C3(q) = (2n),mReIdedt l_x,,,J, coszk exp{—if(t,2)}.
0 ( = t+31nt) + (1 — cost)?

Anders als in (4.18) miissen wir hier bei der Entwicklung an der Stelle ¢ =0 im Exponenten einen Schritt
weitergehen, weil der Realteil des Integrals in niedrigster Naherung verschwindet. Wir erhalten so:

(<]
e m

1
B
03(q) = B B jdxx2jcos<23 xt + 12 x(1 — )23 + ((¢ )))dt
0 0

oder mit Airy‘s Integral ‘ cos (3 + xt)dt = ; Jx Ki/s <§ Z 1/;;)
0

e2

C3g) = g ™ 31n 2B jdl 1—z Kl 3(% 1% /1 (313%;)3) (4.22)

Darin ist der Integrand nur fiir sehr kleine x wesentlich von 0 verschieden, denn nach (4.16) ist auch der
Quotient (1/n)(B,/2 B)3 sehr grofl, und bei groflem Argument féllt die modifizierte Hankel-Funktion

exponentiell ab -
Koo =5z e (1+(3).

Dementsprechend kann man in (4.22) ohne wesentlichen Fehler & gegen 1 vernachlissigen und die Inte-
grationsgrenze von 1 nach oo verlegen. Dann ergibt sich mit

qu(x) ap-1dx = 202 p(!’_;_q,) p(ﬁﬂl)
0

E2

schlieBlich C3(q) = o 7 (eB)3;

das ist genau der Wert aus (4.21a). Die Berechnung der iibrigen Koeffizienten C11(q) und C22(q) A C33(q)
nach diesem Verfahren ist allerdings komplizierter, weil dann die Grenzprozesse f dsdt und Z f d4K aus
~

(4.11) bzw. (4.8) nicht mehr ohne besondere ZusatzmaBlnahmen vertauschbar sind.

5. Diskussion

Das Gleichungssystem (4.1) fiir die Polarisationséinderung pro Zeiteinheit A;® (q) wird durch die Teil-
ergebnisse (4.2) und (4.3) bereits stark vereinfacht und nimmt die folgende Gestalt an:

a) ATM () = C11(g) LM (q) — C12(q) L@ (g),
b) AT® (q) = 012(q) LW (q) + C22(9)L @ (g), (5.1)
c) AZ® (q) = C3(q) + C33(q) D ().

Bei vorgegebener Polarisation ({’(¢,) eines Elektronenstrahls mit scharfen Werten ¢, zu einem Zeit-
punkt 7' ist damit die Polarisation {® (7') zum Zeitpunkt 7' > T’ gemal}

LO(T) =P (g.) + 4@ (g,)AT, AT=T-T,, (52)

bestimmt. Dabei sind die durch ¢ = 1, 2, 3 indizierten Komponenten auf ein Dreibein ¢(®# (5r) bezogen,
dessen Raumanteil ¢ (7) gemiB (2.11) mit (2.12) bei zum Magnetfeld senkrechter Elektronenbahn, d.h.
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p3 = 0, mit der Richtung der x3-Achse (Index 3), des kinetischen Impulses 7 (Index 1) und des auf beiden
orthogonalen Vektors (Index 2) zusammenfillt. Demnach folgt aus (5.2) mit (5.1), daB die Komponente
der Polarisation in Feldrichtung von der in der Bahnebene unbeeinfluit bleibt und umgekehrt auf diese
auch keinen EinfluB} ausiibt.

Der Ausdruck (5.2) liefert allerdings als Folge der zugrundeliegenden Storungsrechnung nur dann sinn-
volle Resultate, wenn das Zeitintervall A7 so klein gewéhlt wird, daB sich der Anfangszustand wéhrend
AT durch die Storung nicht wesentlich d@ndert. Nun verursachen die einzelnen Strahlungsprozesse zwar
eine Aufficherung der anfangs scharfen g-Werte; diese ist jedoch relativ gering [z.B. AE/E = |K|/E

~(2B|B,) (E/m)] und wird zudem in einem Speicherring durch Fokussierungs- und Beschleunigungsfelder
wieder riickgingig gemacht20. Deshalb beginnen im Speicherring die Strahlungsprozesse zur Zeit 7' bei
praktisch weiterhin scharfem Wert ¢, jedoch der gednderten Polarisation (@ (g , T') der Elektronen;
d.h. (5.1) kann in guter Néherung als System zeitlicher Differentialgleichungen fiir {® (¢, T') aufgefafit
und integriert werden. Dabei sind die Komponenten der Polarisation in der Bahnebene einerseits und in
der Feldrichtung andererseits unabhéngig voneinander bestimmbar.

Die Integration der Gln. (5.1a) und (5.1b) fiur die Polarisationskomponenten in der Bahnebene fiihrt
zundchst auf

c1 _ (22
zo() = oo ([ T g o) — o2z (o)

L@ (T) = o +0m2 ([012 £ (0) — .Qllé,_c_”;m( )] E‘,’L‘”T L@ )cosz); (5.3)

W = l/ C12)2 — (,CE},,,,,CET_

Darin haben die Koeffizienten €12, C'11 und (€22 nach (4.19) und (4.21) die Werte

ﬂ‘i’,ﬂ 4+ £W (0) cos w T);

27 2m ° 3249 389 B

o

OB= — 2 B; pa=gogos CN=—1 4000 2=—ViZs 9=an(o)(5)-

Nun entspricht das Naherungsverfahren in 4.2 einer Entwicklung nach Potenzen von (2B/B_) E|m.
Demnach sind die Ausdriicke fiir €11 und C22 um GroéBenordnungen kleiner als (12 und koénnen beim
Einsetzen in (5.3) gegen (12 vernachlissigt werden:

oy =exp ([~ /33

c@(T)=exp [~ /3 397 | (— LW (©0)sin(2pua BT) + @ (0) cos 2 pua BT)). (5.4)

(@ (0) sin (2 ua BT) + £ (0) cos(2 ua BT)),

Die zeitliche Anderung der Polarisation in der Bahnebene besteht also aus einem exponentiellen Abfall
des Betrages, entsprechend der zunehmenden Orientierung der Spins entgegen der Feldrichtung (vgl.
(6.5)), und aus einer gleichformigen Drehung?2! gegen den kinetischen Impuls, die phdnomenologisch
durch den Paulischen Zusatzterm u, 2 - B im Dirac-Operator beschrieben wird und bekanntlich auf das
anomale magnetische Moment u, des Elektrons zuriickzufiihren ist.

Mit den Werten (4.21a) und (4.21c¢) ergibt sich aus (5.1¢)

L@ (T) = 8V3 + exp {_ 1/,';? ,lg’igT} (g(m( _ §Vi), (5.5)

in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis fritherer Untersuchungen!:3, bei denen die jetzt abgeleitete Ent-
kopplung der Polarisationskomponenten beziiglich der Feldrichtung einerseits und der Bahnebene anderer-
seits ad hoc angenommen wurde. Fiir groBe Zeiten nahert sich also {®) (7)) dem festen Grenzwert 8/3/15
=0,92. Da wir fiir Elektronen die Feldrichtung in die negative x3-Richtung gelegt haben, ist der Strahl
entgegen der Feldrichtung polarisiert, d.h. die magnetischen Momente liegen parallel zur Feldrichtung,
20 Einen moglichen EinfluB dieser Felder auf die Polari- 21 Dieser Drehung entspricht eine Oszillation der Polari-

sation lassen wir hier allerdings auBer Acht. sationskomponente in Impulsrichtung, die auf anderem

Wege von I. M. TErNoOV und V. S. Tumaxov, Sov. Phys.
JETP 10, 809 [1960] berechnet wurde.
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haben also die energetisch giinstigste Richtung. Die Einstellzeit dieses Grenzwertes ist von der GroBen-
ordnung

115 \- 3 2 3 2 3
(Vase) =22 o (5) (5 =16-100 (5 ) (5 ) see, B, =m2je=467-1050¢

und hingt von den experimentellen Gegebenheiten ab. Fiir £/m =104 und B |B=3-109 ist T =43 sec.
Danach sollte dieser Selbstpolarisationseffekt aufgrund der Synchrotronstrahlung in modernen Speicher-
ringen durchaus mefbar sein.

Der mit den Komponenten (5.4) und (5.5) gebildete Polarisationsgrad r(7') = ]/Z CO(T)EO(T) darf

nach (2.20) ff. den Hochstwert 1 zu keinem Zeitpunkt iibersteigen. Tatséchlich fithrt die Annahme, 7'
etwa sei ein solcher Zeitpunkt mit r(7';) =1, wegen

drr(T)|par, = — 1/%9

Es ist bemerkenswert, dafl der konstante Gleich-
gewichtswert 8)/3/15 der Polarisation weder von
Masse und Energie des Teilchens noch von Radius
und Magnetfeld der Speicheranlage abhingt. Setzt
man in (4.20) formal K3= — p;=0, so bleibt der
damit berechnete Wert (4.21a) fiir C3(g) ungeéin-
dert, wiahrend (4.21¢) in

o33 — 1/
0 (q) S 3 48 g

iibergeht. Die Wahrscheinlichkeit, im Gleichgewicht
ein Elektron mit Spin in (der energetisch ungiinsti-
gen) Richtung des Magnetfeldes zu finden, wiirde
dadurch auf etwa 19, reduziert, d. h. der Strahl
wire innerhalb der Genauigkeitsgrenzen -+ o =1/137
der storungstheoretischen Néherung total polari-
siert. Depolarisierende Beitrage liefern also nur die
Strahlungsiibergiinge mit p; + 0, und daf die Polari-
sation den Maximalwert 1 in Wirklichkeit nicht er-
reicht, kann so als Folge der Impulsaufficherung in
Feldrichtung verstanden werden.

Andererseits sind diese Impulsaufficherung und
die damit verbundene Unschirfe des Polarisations-
begriffes (vgl. (2.22) ff.) so klein, dall der Selbst-
polarisationseffekt (5.1c) in erster Néaherung ein-
deutig bestimmt ist. Denn wenn man die Polari-
sationsrichtung des einzelnen Teilstrahles zu schar-
fem ¢’ nicht — wie wir nach (2.11) und (2.12) —
gemal

’ —liﬁ ’ o’
t®a(p’) ZVW—'}IZ (¥, 0,0, p%)

auf das Laborsystem, sondern gemaf3

’

B
(1,7

auf das Ruhsystem der Teilchen bezieht und damit
die ¢’-Summe (3.2) ausfiihrt, so erhélt man fiir AZ®

22 M. Fro1ssSART u. R. Stora, Nucl. Instr. Meth. 7, 297
60, 52—60 [1968].

EOK(p') = (0,0,0,1) + 2

m

(3 - v3e@ Ty + e (o) <0

zum Widerspruch.

gegeniiber (5.1 c) nur kleine Korrekturterme, die im
Rahmen der in 4.2. benutzten Néherungen vernach-
lassigbar sind. Da aber alle in Frage kommenden
Bezugssysteme zwischen Labor- und Ruhsystem
liegen, kann man diese Korrekturterme als Ma@ fiir
die Unsicherheit der Polarisation unseres Impuls-
gemisches ansehen.

Unser Ergebnis (5.1c¢) gilt fiir den Idealfall eines
homogenen duBleren Magnetfeldes. Kiirzlich haben
Baier und Katkové die Spinflipwahrscheinlichkeit
in einem beliebigen duBeren Feld berechnet und ge-
zeigt, daB} auf diesem Wege kein merklicher Einflul
von den inhomogenen Fokussierungsfeldern zu er-
warten ist. Wohl aber sind im realen Speicherring
wesentliche Storungen dieser Selbstpolarisation
durch verschiedene Resonanzeffekte moglich4, die
auf der Existenz der Betatron- und Synchrotron-
schwingungen sowie des anomalen magnetischen
Momentes beruhen, und zum Teil22 schon bei der
verhdltnismaBig kurzdauernden Beschleunigung
polarisierter Dirac-Teilchen im Synchrotron eine be-
deutende Rolle spielen. Um den Einflufl dieser De-
polarisationseffekte zu unterdriicken, mufl man
durch geeignete Wahl der Speicherenergie, aber
auch durch Eliminierung der gefdhrlichsten Ober-
schwingungen der Fokussierungsfelder dafiir sorgen,
daB die Resonanzfahigkeit des Systems fiir die de-
polarisierenden Resonanzen moglichst gering ist.
Dazu ist eine detaillierte Analyse der jeweils ge-
gebenen Speicheranlage erforderlich.

Mein besonderer Dank gebiihrt Herrn Dr. H. J. MEISTER.
Zahlreiche Diskussionen innerhalb seiner Arbeitsgruppe
trugen zur Kliarung von Einzelfragen bei. Der Deutschen
Forschungsgemeinschaft danke ich fiir finanzielle Unter-
stiitzung.

[1960]. — V. Erxst, Diss. Miinchen, Nucl. Instr. Meth.



